1 Opakovani

1.1 BRDF

Bidirectional reflectance distribution function (BRDF) popisuje hustotu pravdépodobnosti,
ze se foton dopadajici na material z jednoho urcitého sméru odrazi do jiného urcitého
sméru. Tato funkce presné popisuje chovani svétla na urcitém materidlu — vyjma
piipadu, kdy se svétlo néjakym zpusobem muze Sitit pod povrchem.

Protoze se jedna o hustotu pravdépodobnosti, nejsou jeji hodnoty nic pfimo
méritelného. Pravdépodobnost odrazu do presné zadaného sméru je (ve vétsiné piipa-
du, vyjma idedlnich zrcadel) nulovd; musime si vypomoct derivaci. Pujde o radianci
(zar) odrazenou ur¢itym smérem, pokud jediny paprsek prichazi z diferencidlntho —
limitné malého — prostorového tihlu. BRDF ve svém celém tvaru tedy vypada takto:

dL,(x,w,)
Li(l', wz-) . COS(@Z‘) dwz
Zde w; vyjadiuje smér dopadajiciho paprsku, w, smér odrazeného paprsku a z je
bod na plose, o kterou se paprsek ma odrazet. Hodnota 6; je velikost tithlu od do-
padajictho paprsku k normale plochy a dw; ma vyznam diferencialniho prostorového
uhlu. Veli¢iny L,, resp. L; jsou odrazend, resp. piichdzejici radiance.

frlz,wy = w,) =

1.2 Rovnice odrazu

Ve scénach podle naseho fyzikalniho modelu je svétlo vyzarovano ze zdroju, néjakym
zpusobem prochdzi scénou a pokud neni pohlceno, nakonec dopadne do kamery.
Muzeme predpokladat, ze je tok svétla scénou néjakym zpusobem ustdleny, tedy
na kazdém bodu x plochy scény mame dobie definovanou funkei L;(x,w;) radiance
prichdzejici ze sméru w; a funkei L,.(x,w,) celkové odrazené radiance ve sméru w,.
Tyto funkce jsme uz jednou svéazali pres BRDF. Kdyz zohlednime vsechny dopadajici
paprsky z celé hemisféry H viditelné z bodu z, muzeme z definice BRDF odvodit
vztah:

L.(x,w,) = / Li(z,w;) - fr(x,w; — w,) - cos(6;) dw;

Tento vztah jesté nestaci, protoze BRDF na zdrojich svétla nezohlediuje piimo
vyzarovanou radianci: L, je jen ta odrazena. Muzeme si zavést funkci vyzarované ra-
diance L¢(x,w,), kterd bude pro kazdy zdroj pevné dand, a funkci celkové vychazejici
radiance L,(x,w,). Intuitivné zavedeme L, = L. + L, a dosazenim ziskame:

Lo(z,w,) = Le(x,w,) +/ Li(z,w;) - fr(z,w; — w,) - cos(6;) dw;

H
Vysledny vztah nam beze zbytku popisuje lokédlni chovani svétla na urcité plose
a nazyvame jej rovnici odrazu.



2 Zobrazovaci rovnice

2.1 Ijhlovy tvar

Pro uplny popis fyzikalnitho modelu potiebujeme globalni rovnici, tedy takovou, ktera
zohlediiuje celou scénu naraz. Vsimneme si, ze prichézejici radiance L; nutné vychdazi
z nékteré jiné plochy scény. Zavedeme si tedy funkci vrzeni paprsku r(z,w) z bodu
x ve sméru w, kterd navraci opét bod scény — pravé ten, ktery je ve sméru w vidét.
Paprsek prichazejici ze sméru w; muze vychdzet jediné z bodu r(x,w;) ve sméru
opacném, tedy —w;. Protoze se radiance podél paprsku neméni, ziskavame vztah
Li(z,w;) = Lo(r(z,w;), —w;). Dosazenim pravé strany této rovnice do rovnice odrazu
ziskavame dokonaly matematicky popis naseho fyzikdlniho modelu:

Lo(z,w,) = Le(x,w,) +/ Lo(r(z,w;), —w;) - fr(x,w; = w,) - cos(6;) dw;
H

Misto L, muzeme klidné psat jen L.

Aby scéna byla z naseho hlediska v poradku, musi tento vztah splnovat. Redlné
scény jej splnuji vzdy, totiz pokud zanedbame siteni svétla pod povrchem a dalsi
jevy, na které nas fyzikalni model nestaci.

Vztah se nazyva zobrazovaci rovnice a formuloval jej (v trochu odlisné podobé)
James T. Kajiya ve svém clanku The Rendering Equation v roce 1986. M4 vyznam
mimo jiné proto, ze mnoho pristupu k vykreslovani jsou jen hrubymi pfistupy feseni
této rovnice s tim, ze zanedbame nékteré (ob¢as velmi vyznamné) faktory.

Napriklad, obyc¢ejné vykreslovani na zpusob OpenGL bere v potaz jen piimé
osvétleni, takze dopadajici radianci integruje jen pies svételné zdroje. Modely BRDF
pouzivané v OpenGL byvaji také daleko od fyzikalni reality, ale to je spiSe véc volby.
Raytracing pak tento pohled rozsituje o to, zZe zohlediiuje nepiimé osvétleni na zrca-
dlové lesklych plochéch.

2.2 Plosny tvar zobrazovaci rovnice

Jiny zajimavy ptistup mé radiacni metoda vykreslovani (radiozita). Nez se ji zacneme
vénovat, pro prehlednost si prepiSseme (substituujeme) zobrazovaci rovnici do jiného
tvaru, ve kterém vystupuje integral ptes celou plochu scény M (viz obr. 1, 2). Zave-
deme si pak navic radianci z bodu y do bodu x jako L(y — x). To bude ptirozené
radiance vychazejici z y smérem do xz, tedy L(y — x) = L(y, ﬁ) Podobnym
zpusobem zavedeme BRDF f,.(y — x — w,) pro paprsek prichézejici ze sméru daného
bodem y. Celd zobrazovaci rovnice je pak zcela stejné platna v nasledujicim plosném

tvaru:

L(z,w,) = Le(x,w,) + /ML(y =) fily 222w, Gy Ve y)dAa,



Obrazek 1: Integrace podle ihlu Obrézek 2: Integrace pies plochu scény
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/

dw;

Integrujeme pres vSechny body y na plose scény M, nebo pfesnéji pres dA,,
jejich limitné malou okolni plochu. V ihlovém tvaru zobrazovaci rovnice jsme ale
integrovali jen pies body, které dokédzala navratit funkce vrzeni paprsku r(z,w) pro
néjaké w z viditelné hemisféry. Ostatni body musime z integrélu explicitné odstranit,
coz zajisti ¢initel V(x <> y) — viditelnostni funkce. Ta nabyva hodnoty 1, pokud mezi
body x a y muze vést pirimy paprsek, a hodnoty 0, pokud je néktera z ploch nato¢ena
odvracené nebo mezi nimi prekdzi néjaka dalsi plocha.

Déle z puvodniho dhlového integralu zustane geometricky clen G(x <« y) zo-
hlednujici vzdjemnou polohu obou bodu a natoceni jejich ploch:

Vyplyva z clenu cos(6,) = cos(6;) z puvodniho integralu a déle ze substituce za dw;
podle vztahu diferencialni plosky a diferencidlntho prostorového thlu dw = dA -
cos(9) - r=2.

Mimochodem, v plosném tvaru se zobrazovaci rovnice blize podoba Kajiyové
puvodni formulaci.

2.3 Radiozita

Pohled radiacni metody do rovnice vnese mnoho zjednodusujicich predpokladi. Nej-
vyznamnéjsi drasticky odhad je, ze vSechny plochy jsou lambertovsky diftuzni. Jejich
BRDF je ve vSech smérech konstantni a v presném fyzikalnim zapisu vychézi z od-
razivosti: f,(z,w; — w,) = Lp(z). Déle misto radiance L(y — ) muZeme pouZzit
intenzitu vyzarovani B(y), kterd (pravé ze) neni zavisld na sméru. Zobrazovaci rov-
nici pak odhadneme vztahem:



Je vidét, ze nékteré Cinitele muzeme vytknout z integralu ven. Kdyz navic zjed-
nodusime svoje predstavy tak, ze scénu rozdélime na kone¢ny pocet plosek M ... My
s konstantni intenzitou vyzarovani By ... By a odrazivosti p; ... py, muzeme si rov-
nici prepsat tak, aby pracovala jen s tokem svétla mezi dvojicemi plosek.

Aby byla B; v kazdé plosce konstantni, budeme jeji hodnoty prumeérovat. To je
opét velmi hruby odhad: pokud je napiiklad néktera ploska zcasti zastinéna, rozlozi
se to do jeji plochy rovnomérné. Dostavame se diky tomu ale na soustavu s konecnym
poctem neznamych B ... By, kterou muzeme struc¢né popsat sumou:

N
Bj = Bej + %pj ZBk . Fk—)j
k=1

Velicina B.; je intenzita vyzafovani zdroje, kterou odhadneme také jako kon-
stantni po celé ploSce a pro vSechny sméry.

Integral nemohl uplné zmizet — jen se schoval do ¢initele Fj,_,;. V ném se podrobné
projevi vzdjemna poloha obou plosek, jejich natoceni a viditelnost mezi nimi (muzou
byt zakryté tieba jen zéasti). Ma vyjadfovat prave, do jaké miry intenzita vyzarovani
plosky M, ovliviiuje plosku M;. Bude ve tvaru:

1
Py = o775 [ Gle o) Ve o as,an,
M, M,

1
7
prumérujeme hodnoty pies celou plosku M;, jejiz plochu po‘ch]olpitelné oznacujeme
|M;|. Integrujeme pfes vSechny body y uvnitt plosky Mj a pfes vSechny body z
uvnitt M; (pfesnéji pres jim pfislusnd limitni okoli dA4,, dA,).

Hodnoté Fy,_,; se tika konfiguracni faktor nebo téz form factor. Musime jej néjakym
zpusobem spocitat pred samotnym vykreslovanim — do ur¢ité miry muzeme integro-
vat analyticky, ale (predevsim kvuli viditelnostni funkeci) bude lepsi jej néjak nume-
ricky odhadnout. Uz kvuli rychlosti, protoze celkem ve scéné potiebujeme spocitat
O(N?) konfigura¢nich faktort. Dals{ problém radia¢ni metody je, Ze pro protinajici
se plochy nemuze konfiguracni faktor vyjit nijak smysluplné — v takovych oblastech
se opravdu vykresli chyby.

Potom uz je vypocet snadny: rozepiSeme sumu v rovnicich pro vSechna B; do
matice a vyfesime tuto linedrni soustavu. Bude mit N? prvki, takze i nepfesni
aproximace muze trvat dlouho. Vysledné intenzity vyzarovani muzeme piimo pouzit
pro vykreslovani scény. Aby obrézek nebyl tolik zubaty, obvykle jejich hodnoty in-
terpolujeme mezi sousedicimi ploskami.

Jeden integral dokonce ptibyl, ale to je v poradku: zlomek nam pfripomind, ze

2.4 Rozbor zobrazovaci rovnice

Vratime se k feseni zobrazovaci rovnice. Formalné vzato se jednd o integralni rovnici
druhého druhu, kterda v obecném tvaru vypada takto:

4



f(2) = g(o) + / Ba,t) - £(t) dt

Tohle zjisténi nam ale mnoho nepomuze, spi$ naopak — muzeme si byt jisti, ze ji
neumime vyftesit analyticky. Nezbyva nez zkusit jeji feseni odhadnout.

Pro strucnéjsi zapis integralu si zavedeme operator T, téz transportni operdtor.
Chceme jej pouzit na funkci vychazejici radiance L(x,w), a proto tento operdtor
bude zobrazeni z mnoziny funkei typu f : M x S — R do té samé mnoziny (kde S
je jednotkové koule, tj. vechny sméry). Definujeme jej takto:

(T o L)(z,w,) = /H L(r(z,w;), —w;) - fr(x,w; = w,) - cos(b;) dw;

Smysl je jasny: muzeme jej dosadit do zobrazovaci rovnice (v jejim ihlovém tvaru)
a jejl zapis se tim pusobivé zjednodusi. Nasledujici vztah ma platit na celém de-
finiénim oboru:

L=L.+TolL

7 algebraického thlu pohledu také vidime, ze T' je linearni operator. Podrobnéji
to znamend, ze pro konstanty a,b a funkce f, g vhodného typu plati vztah T o (a -
f4+b-g)=a-(Tof)+b-(Tog). Overit tuto vlastnost lze piimo dosazenim do
integralu.

7 intuitivniho pohledu zastupuje T' jeden odraz svétla od stén scény. Naptiklad,
pokud jej pouzijeme na funkci vyzarovani zdroju L., v kazdém bodé scény se tim
zintegruje dopadajici zar, vazena pres BRDF — proto T'o L, vyjadiuje primé osvétleni
scény. Podobné, T'o T o L, vyjadiuje osvétleni (vyhradné) pomoci paprsku, které se
na cesté od zdroje jednou odrazily atd.

Mimochodem, na problém muzeme nahlizet tak, ze rovnici upravime jako L =
(I —T) ' o L. Vysledek inverze (I — T)~! je pak dalsi operdtor nad prostorem
funkei typu M x S — R. Bohuzel jej nezname — dava praveé feseni, které se snazime
aproximovat.

2.5 Zapis zobrazovaci rovnice radou

Zobrazovaci rovnici muzeme samu do sebe substituovat. Ma to smysl — jednou sub-
stituci ziskdme L = L.+ T o (L. + T o L) a protoze T je linedrni, také L =
Le+ToL,+T?o0 L. Snadno vidime, Ze n-ndsobnym opakovanim substituce vznikne
fada v tomto tvaru:

L= (T'oL)+T"" oL
=0



Velmi dilezité pozorovéni je, ze T je kontrakce, formélné feceno ||T"o L|| < ||L]].
Minime tim, ze celkové mnozstvi svétla se aplikaci operdatoru zmensi. To plyne pifimo
ze zakona zachovani energie — odrazené paprsky muzou mit v souc¢tu nejvyse stejnou
energii jako ty dopadajici. (V praxi se dokonce vzdy néjaky podil dopadajiciho svétla
v materialu pohlti, bézné materialy odrdzi nejvyse asi */5 dopadajici svételné energie. )

Protoze je T kontrakce, muzeme jeho vysoké mocniny zanedbat — pro n vyssi nez
néjaké ny bude piispévek T o L velmi maly. Formalnéji, plati: h_}m (T"o L) = 0.

n oo
Diky tomu mé smysl opakovat substituci limitné do nekoneéna, kdy se ¢len 7"+ o L
docela ztrati a ziskdvame nekonecnou radu:

L:iTioLe
=0

Obecné se fada v tomto tvaru s i-tou mocninou operatoru nazyva Neumannova
rada (po pruském matematikovi Carlu Neumannovi).

To, co nam zustalo, uz neni integralni rovnice, ale jen konvergentni rada obsa-
hujici integral. To je mnohem lepsi: kdyz vycislime dostate¢né mnozstvi jejich ¢lenu,
spravnému teseni se muzeme libovolné priblizit.

2.6 Integrace

Zbyva tedy néjakou numerickou metodou odhadnout danou fadu integralu. Potiz
je jednak v tom, Ze integrand je vyznamnym zpusobem nespojity (scéna obvykle
obsahuje mnoho ostrych hran, slozité textury apod.) — obvyklé kvadraturni me-
tody (Gaussova, Rombergova) kvuli tomu nedosahujf nijak zv1&st presnych vysledki.
Hlavni problém ale je, ze chceme pocitat s vicendsobnymi integraly (kazdd moc-
nina operatoru 7' znamend dalsi integraci pres dva rozméry sméru). Témeér vsechny
kvadraturni vzorce maji spoleéné, ze pocet potiebnych vzorku roste exponencialné
s poc¢tem rozmeéru, pokud se mé zachovat urcita presnost. To je neptijatelné.

Pouzijeme metodu Monte Carlo, integraci ndhodnym vzorkovanim. Obrovskou
vyhodou této metody je nezavislost konvergence chyby na dimenzi integrandu. Jinymi
slovy pocet vzorku integrandu potrebnych pro dosazeni urcité presnosti je zcela
nezavisly na poc¢tu rozmeéru integralu. Na N vzorcich po¢ita MC metoda s chybou
O(\/l—ﬁ) To je horsi vysledek nez davaji bézna kvadraturni vzorkce pro jednotozmérné
integraly, avsak pro integrély dvou a vicedimenzionalnich funkci jiz neméa pouziti
béznych kvadraturnich vzorcu oproti MC metodam ziadnou vyhodu. MC metoda
déle neklade zadné naroky na chovani funkce (jako je spojitost).

2.7 Shrnuti

Pro vykresleni obrazku potiebujeme spocitat hodnoty radiance, ktera ptrichazi z ur-
¢itych sméru (danych polohami pixelu) do kamery. Pro zjisténi bodu, ze kterych



vychézi, pouzijeme funkci vrzeni paprsku r(z,w). V kazdém pixelu tedy potiebujeme
spocitat hodnotu radiance L(r(Zramera, Wpizel)s —Wpizel)-

Pro jeji hodnotu jsme si odvodili pohodlny vzorec, zbyva tedy odhadnout hodnotu
integrélu (T'o L.), (T oT o L,),... — piimé osvétleni v tomto bodé, déle osvétleni se
vzrustajicim poc¢tem odrazu. Nejvhodnéjsi se zda pouzit metodu Monte Carlo. Pro
vypocet prvniho integralu tedy budeme nahodné vrhat z tohoto bodu paprsky do
zdroju, pro ten druhy budeme nahodné zkouset svételné cesty s jednim odrazem atd.
Vhodnym zpracovanim vzorku a sectenim téchto integralu ziskame hodnotu zéte
(radiance) v daném pixelu.



