
1 Opakováńı

1.1 BRDF

Bidirectional reflectance distribution function (BRDF) popisuje hustotu pravděpodobnosti,
že se foton dopadaj́ıćı na materiál z jednoho určitého směru odraźı do jiného určitého
směru. Tato funkce přesně popisuje chováńı světla na určitém materiálu – vyjma
př́ıpad̊u, kdy se světlo nějakým zp̊usobem může š́ı̌rit pod povrchem.

Protože se jedná o hustotu pravděpodobnosti, nejsou jej́ı hodnoty nic př́ımo
měřitelného. Pravděpodobnost odrazu do přesně zadaného směru je (ve většině př́ıpa-
d̊u, vyjma ideálńıch zrcadel) nulová; muśıme si vypomoct derivaćı. Půjde o radianci
(zář) odraženou určitým směrem, pokud jediný paprsek přicháźı z diferenciálńıho –
limitně malého – prostorového úhlu. BRDF ve svém celém tvaru tedy vypadá takto:

fr(x, ωi → ωo) =
dLr(x, ωo)

Li(x, ωi) · cos(θi) dωi
Zde ωi vyjadřuje směr dopadaj́ıćıho paprsku, ωo směr odraženého paprsku a x je

bod na ploše, o kterou se paprsek má odrážet. Hodnota θi je velikost úhlu od do-
padaj́ıćıho paprsku k normále plochy a dωi má význam diferenciálńıho prostorového
úhlu. Veličiny Lr, resp. Li jsou odražená, resp. přicházej́ıćı radiance.

1.2 Rovnice odrazu

Ve scénách podle našeho fyzikálńıho modelu je světlo vyzařováno ze zdroj̊u, nějakým
zp̊usobem procháźı scénou a pokud neńı pohlceno, nakonec dopadne do kamery.
Můžeme předpokládat, že je tok světla scénou nějakým zp̊usobem ustálený, tedy
na každém bodu x plochy scény máme dobře definovanou funkci Li(x, ωi) radiance
přicházej́ıćı ze směru ωi a funkci Lr(x, ωo) celkové odražené radiance ve směru ωo.
Tyto funkce jsme už jednou svázali přes BRDF. Když zohledńıme všechny dopadaj́ıćı
paprsky z celé hemisféry H viditelné z bodu x, můžeme z definice BRDF odvodit
vztah:

Lr(x, ωo) =

∫
H

Li(x, ωi) · fr(x, ωi → ωo) · cos(θi) dωi

Tento vztah ještě nestač́ı, protože BRDF na zdroj́ıch světla nezohledňuje př́ımo
vyzařovanou radianci: Lr je jen ta odražená. Můžeme si zavést funkci vyzařované ra-
diance Le(x, ωo), která bude pro každý zdroj pevně daná, a funkci celkové vycházej́ıćı
radiance Lo(x, ωo). Intuitivně zavedeme Lo = Le + Lr a dosazeńım źıskáme:

Lo(x, ωo) = Le(x, ωo) +

∫
H

Li(x, ωi) · fr(x, ωi → ωo) · cos(θi) dωi

Výsledný vztah nám beze zbytku popisuje lokálńı chováńı světla na určité ploše
a nazýváme jej rovnićı odrazu.
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2 Zobrazovaćı rovnice

2.1 Úhlový tvar

Pro úplný popis fyzikálńıho modelu potřebujeme globálńı rovnici, tedy takovou, která
zohledňuje celou scénu naráz. Všimneme si, že přicházej́ıćı radiance Li nutně vycháźı
z některé jiné plochy scény. Zavedeme si tedy funkci vržeńı paprsku r(x, ω) z bodu
x ve směru ω, která navraćı opět bod scény – právě ten, který je ve směru ω vidět.
Paprsek přicházej́ıćı ze směru ωi může vycházet jedině z bodu r(x, ωi) ve směru
opačném, tedy −ωi. Protože se radiance podél paprsku neměńı, źıskáváme vztah
Li(x, ωi) = Lo(r(x, ωi),−ωi). Dosazeńım pravé strany této rovnice do rovnice odrazu
źıskáváme dokonalý matematický popis našeho fyzikálńıho modelu:

Lo(x, ωo) = Le(x, ωo) +

∫
H

Lo(r(x, ωi),−ωi) · fr(x, ωi → ωo) · cos(θi) dωi

Mı́sto Lo můžeme klidně psát jen L.
Aby scéna byla z našeho hlediska v pořádku, muśı tento vztah splňovat. Reálné

scény jej splňuj́ı vždy, totiž pokud zanedbáme š́ı̌reńı světla pod povrchem a daľśı
jevy, na které náš fyzikálńı model nestač́ı.

Vztah se nazývá zobrazovaćı rovnice a formuloval jej (v trochu odlǐsné podobě)
James T. Kajiya ve svém článku The Rendering Equation v roce 1986. Má význam
mimo jiné proto, že mnoho př́ıstup̊u k vykreslováńı jsou jen hrubými př́ıstupy řešeńı
této rovnice s t́ım, že zanedbáme některé (občas velmi významné) faktory.

Např́ıklad, obyčejné vykreslováńı na zp̊usob OpenGL bere v potaz jen př́ımé
osvětleńı, takže dopadaj́ıćı radianci integruje jen přes světelné zdroje. Modely BRDF
použ́ıvané v OpenGL bývaj́ı také daleko od fyzikálńı reality, ale to je sṕı̌se věc volby.
Raytracing pak tento pohled rozšǐruje o to, že zohledňuje nepř́ımé osvětleńı na zrca-
dlově lesklých plochách.

2.2 Plošný tvar zobrazovaćı rovnice

Jiný zaj́ımavý př́ıstup má radiačńı metoda vykreslováńı (radiozita). Než se j́ı začneme
věnovat, pro přehlednost si přeṕı̌seme (substituujeme) zobrazovaćı rovnici do jiného
tvaru, ve kterém vystupuje integrál přes celou plochu scény M (viz obr. 1, 2). Zave-
deme si pak nav́ıc radianci z bodu y do bodu x jako L(y → x). To bude přirozeně
radiance vycházej́ıćı z y směrem do x, tedy L(y → x) = L(y, x−y

||x−y||). Podobným

zp̊usobem zavedeme BRDF fr(y → x→ ωo) pro paprsek přicházej́ıćı ze směru daného
bodem y. Celá zobrazovaćı rovnice je pak zcela stejně platná v následuj́ıćım plošném
tvaru:

L(x, ωo) = Le(x, ωo) +

∫
M

L(y → x) · fr(y → x→ ωo) ·G(x↔ y) · V (x↔ y) dAy
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Obrázek 1: Integrace podle úhlu

x

d!i

Obrázek 2: Integrace přes plochu scény

x
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dAy

Integrujeme přes všechny body y na ploše scény M , nebo přesněji přes dAy,
jejich limitně malou okolńı plochu. V úhlovém tvaru zobrazovaćı rovnice jsme ale
integrovali jen přes body, které dokázala navrátit funkce vržeńı paprsku r(x, ω) pro
nějaké ω z viditelné hemisféry. Ostatńı body muśıme z integrálu explicitně odstranit,
což zajist́ı činitel V (x↔ y) – viditelnostńı funkce. Ta nabývá hodnoty 1, pokud mezi
body x a y může vést př́ımý paprsek, a hodnoty 0, pokud je některá z ploch natočená
odvráceně nebo mezi nimi překáž́ı nějaká daľśı plocha.

Dále z p̊uvodńıho úhlového integrálu z̊ustane geometrický člen G(x ↔ y) zo-
hledňuj́ıćı vzájemnou polohu obou bod̊u a natočeńı jejich ploch:

G(x↔ y) =
cos(θx) · cos(θy)

||x− y||2
.

Vyplývá z členu cos(θx) ≡ cos(θi) z p̊uvodńıho integrálu a dále ze substituce za dωi
podle vztahu diferenciálńı plošky a diferenciálńıho prostorového úhlu dω = dA ·
cos(θ) · r−2.

Mimochodem, v plošném tvaru se zobrazovaćı rovnice bĺıže podobá Kajiyově
p̊uvodńı formulaci.

2.3 Radiozita

Pohled radiačńı metody do rovnice vnese mnoho zjednodušuj́ıćıch předpoklad̊u. Nej-
významněǰśı drastický odhad je, že všechny plochy jsou lambertovsky difúzńı. Jejich
BRDF je ve všech směrech konstantńı a v přesném fyzikalńım zápisu vycháźı z od-
razivosti: fr(x, ωi → ωo) = 1

π
ρ(x). Dále mı́sto radiance L(y → x) můžeme použ́ıt

intenzitu vyzařováńı B(y), která (právě že) neńı závislá na směru. Zobrazovaćı rov-
nici pak odhadneme vztahem:

B(x) = Be(x) +

∫
M

1

π
ρ(x)B(y) ·G(x↔ y) · V (x↔ y) dAy
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Je vidět, že některé činitele můžeme vytknout z integrálu ven. Když nav́ıc zjed-
noduš́ıme svoje představy tak, že scénu rozděĺıme na konečný počet plošek M1 . . .MN

s konstantńı intenzitou vyzařováńı B1 . . . BN a odrazivost́ı ρ1 . . . ρN , můžeme si rov-
nici přepsat tak, aby pracovala jen s tokem světla mezi dvojicemi plošek.

Aby byla Bj v každé plošce konstantńı, budeme jej́ı hodnoty pr̊uměrovat. To je
opět velmi hrubý odhad: pokud je např́ıklad některá ploška zčásti zast́ıněná, rozlož́ı
se to do jej́ı plochy rovnoměrně. Dostáváme se d́ıky tomu ale na soustavu s konečným
počtem neznámých B1 . . . BN , kterou můžeme stručně popsat sumou:

Bj = Bej +
1

π
ρj

N∑
k=1

Bk · Fk→j

Veličina Bej je intenzita vyzařováńı zdroje, kterou odhadneme také jako kon-
stantńı po celé plošce a pro všechny směry.

Integrál nemohl úplně zmizet – jen se schoval do činitele Fk→j. V něm se podrobně
projev́ı vzájemná poloha obou plošek, jejich natočeńı a viditelnost mezi nimi (můžou
být zakryté třeba jen zčásti). Má vyjadřovat právě, do jaké mı́ry intenzita vyzařováńı
plošky Mk ovlivňuje plošku Mj. Bude ve tvaru:

Fk→j =
1

|Mj| · π

∫∫
MkMj

G(x↔ y) · V (x↔ y) dAy dAx

Jeden integrál dokonce přibyl, ale to je v pořádku: zlomek 1
|Mj | nám připomı́ná, že

pr̊uměrujeme hodnoty přes celou plošku Mj, jej́ıž plochu pochopitelně označujeme
|Mj|. Integrujeme přes všechny body y uvnitř plošky Mk a přes všechny body x
uvnitř Mj (přesněji přes jim př́ıslušná limitńı okoĺı dAy, dAx).

Hodnotě Fk→j se ř́ıká konfiguračńı faktor nebo též form factor. Muśıme jej nějakým
zp̊usobem spoč́ıtat před samotným vykreslováńım – do určité mı́ry můžeme integro-
vat analyticky, ale (předevš́ım kv̊uli viditelnostńı funkci) bude lepš́ı jej nějak nume-
ricky odhadnout. Už kv̊uli rychlosti, protože celkem ve scéně potřebujeme spoč́ıtat
O(N2) konfiguračńıch faktor̊u. Daľśı problém radiačńı metody je, že pro prot́ınaj́ıćı
se plochy nemůže konfiguračńı faktor vyj́ıt nijak smysluplně – v takových oblastech
se opravdu vykresĺı chyby.

Potom už je výpočet snadný: rozeṕı̌seme sumu v rovnićıch pro všechna Bj do
matice a vyřeš́ıme tuto lineárńı soustavu. Bude mı́t N2 prvk̊u, takže i nepřesná
aproximace může trvat dlouho. Výsledné intenzity vyzařováńı můžeme př́ımo použ́ıt
pro vykreslováńı scény. Aby obrázek nebyl tolik zubatý, obvykle jejich hodnoty in-
terpolujeme mezi soused́ıćımi ploškami.

2.4 Rozbor zobrazovaćı rovnice

Vrát́ıme se k řešeńı zobrazovaćı rovnice. Formálně vzato se jedná o integrálńı rovnici
druhého druhu, která v obecném tvaru vypadá takto:
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f(x) = g(x) +

∫
k(x, t) · f(t) dt

Tohle zjǐstěńı nám ale mnoho nepomůže, sṕı̌s naopak – můžeme si být jisti, že ji
neumı́me vyřešit analyticky. Nezbývá než zkusit jej́ı řešeńı odhadnout.

Pro stručněǰśı zápis integrálu si zavedeme operátor T , též transportńı operátor.
Chceme jej použ́ıt na funkci vycházej́ıćı radiance L(x, ω), a proto tento operátor
bude zobrazeńı z množiny funkćı typu f : M × S → R do té samé množiny (kde S
je jednotková koule, tj. všechny směry). Definujeme jej takto:

(T ◦ L)(x, ωo) =

∫
H

L(r(x, ωi),−ωi) · fr(x, ωi → ωo) · cos(θi) dωi

Smysl je jasný: můžeme jej dosadit do zobrazovaćı rovnice (v jej́ım úhlovém tvaru)
a jej́ı zápis se t́ım p̊usobivě zjednoduš́ı. Následuj́ıćı vztah má platit na celém de-
finičńım oboru:

L = Le + T ◦ L

Z algebraického úhlu pohledu také vid́ıme, že T je lineárńı operátor. Podrobněji
to znamená, že pro konstanty a, b a funkce f, g vhodného typu plat́ı vztah T ◦ (a ·
f + b · g) = a · (T ◦ f) + b · (T ◦ g). Ověřit tuto vlastnost lze př́ımo dosazeńım do
integrálu.

Z intuitivńıho pohledu zastupuje T jeden odraz světla od stěn scény. Např́ıklad,
pokud jej použijeme na funkci vyzařováńı zdroj̊u Le, v každém bodě scény se t́ım
zintegruje dopadaj́ıćı zář, vážená přes BRDF – proto T ◦Le vyjadřuje př́ımé osvětleńı
scény. Podobně, T ◦ T ◦ Le vyjadřuje osvětleńı (výhradně) pomoćı paprsk̊u, které se
na cestě od zdroje jednou odrazily atd.

Mimochodem, na problém můžeme nahĺıžet tak, že rovnici uprav́ıme jako L =
(I − T )−1 ◦ Le. Výsledek inverze (I − T )−1 je pak daľśı operátor nad prostorem
funkćı typu M × S → R. Bohužel jej neznáme – dává právě řešeńı, které se snaž́ıme
aproximovat.

2.5 Zápis zobrazovaćı rovnice řadou

Zobrazovaćı rovnici můžeme samu do sebe substituovat. Má to smysl – jednou sub-
stitućı źıskáme L = Le + T ◦ (Le + T ◦ L) a protože T je lineárńı, také L =
Le +T ◦Le +T 2 ◦L. Snadno vid́ıme, že n-násobným opakováńım substituce vznikne
řada v tomto tvaru:

L =
n∑
i=0

(T i ◦ Le) + T n+1 ◦ L
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Velmi d̊uležité pozorováńı je, že T je kontrakce, formálně řečeno ||T ◦L|| ≤ ||L||.
Mı́ńıme t́ım, že celkové množstv́ı světla se aplikaćı operátoru zmenš́ı. To plyne př́ımo
ze zákona zachováńı energie – odražené paprsky můžou mı́t v součtu nejvýše stejnou
energii jako ty dopadaj́ıćı. (V praxi se dokonce vždy nějaký pod́ıl dopadaj́ıćıho světla
v materiálu pohlt́ı, běžné materiály odráž́ı nejvýše asi 4/5 dopadaj́ıćı světelné energie.)

Protože je T kontrakce, můžeme jeho vysoké mocniny zanedbat – pro n vyšš́ı než
nějaké n0 bude př́ıspěvek T n+1 ◦ L velmi malý. Formálněji, plat́ı: lim

n→∞
(T n ◦ L) = 0.

Dı́ky tomu má smysl opakovat substituci limitně do nekonečna, kdy se člen T n+1 ◦L
docela ztrat́ı a źıskáváme nekonečnou řadu:

L =
∞∑
i=0

T i ◦ Le

Obecně se řada v tomto tvaru s i-tou mocninou operátoru nazývá Neumannova
řada (po pruském matematikovi Carlu Neumannovi).

To, co nám z̊ustalo, už neńı integrálńı rovnice, ale jen konvergentńı řada obsa-
huj́ıćı integrál. To je mnohem lepš́ı: když vyč́ısĺıme dostatečné množstv́ı jej́ıch člen̊u,
správnému řešeńı se můžeme libovolně přibĺıžit.

2.6 Integrace

Zbývá tedy nějakou numerickou metodou odhadnout danou řadu integrál̊u. Pot́ıž
je jednak v tom, že integrand je významným zp̊usobem nespojitý (scéna obvykle
obsahuje mnoho ostrých hran, složité textury apod.) – obvyklé kvadraturńı me-
tody (Gaussova, Rombergova) kv̊uli tomu nedosahuj́ı nijak zvlášt’ přesných výsledk̊u.
Hlavńı problém ale je, že chceme poč́ıtat s v́ıcenásobnými integrály (každá moc-
nina operátoru T znamená daľśı integraci přes dva rozměry směru). Téměř všechny
kvadraturńı vzorce maj́ı společné, že počet potřebných vzork̊u roste exponenciálně
s počtem rozměr̊u, pokud se má zachovat určitá přesnost. To je nepřijatelné.

Použijeme metodu Monte Carlo, integraci náhodným vzorkováńım. Obrovskou
výhodou této metody je nezávislost konvergence chyby na dimenzi integrandu. Jinými
slovy počet vzork̊u integrandu potřebných pro dosažeńı určité přesnosti je zcela
nezávislý na počtu rozměr̊u integrálu. Na N vzorćıch poč́ıtá MC metoda s chybou
O( 1√

N
). To je horš́ı výsledek než dávaj́ı běžná kvadraturńı vzorkce pro jednotozměrné

integrály, avšak pro integrály dvou a v́ıcedimenzionálńıch funkćı již nemá použit́ı
běžných kvadraturńıch vzorc̊u oproti MC metodám žádnou výhodu. MC metoda
dále neklade žádné nároky na chováńı funkce (jako je spojitost).

2.7 Shrnut́ı

Pro vykresleńı obrázku potřebujeme spoč́ıtat hodnoty radiance, která přicháźı z ur-
čitých směr̊u (daných polohami pixel̊u) do kamery. Pro zjǐstěńı bod̊u, ze kterých
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vycháźı, použijeme funkci vržeńı paprsku r(x, ω). V každém pixelu tedy potřebujeme
spoč́ıtat hodnotu radiance L(r(xkamera, ωpixel),−ωpixel).

Pro jej́ı hodnotu jsme si odvodili pohodlný vzorec, zbývá tedy odhadnout hodnotu
integrál̊u (T ◦Le), (T ◦ T ◦Le), . . . – př́ımé osvětleńı v tomto bodě, dále osvětleńı se
vzr̊ustaj́ıćım počtem odraz̊u. Nejvhodněǰśı se zdá použ́ıt metodu Monte Carlo. Pro
výpočet prvńıho integrálu tedy budeme náhodně vrhat z tohoto bodu paprsky do
zdroj̊u, pro ten druhý budeme náhodně zkoušet světelné cesty s jedńım odrazem atd.
Vhodným zpracováńım vzork̊u a sečteńım těchto integrál̊u źıskáme hodnotu záře
(radiance) v daném pixelu.
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